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Con la necesidad de contribuir al medio ambiente y disminuir el impacto ambiental que ha venido produciendo
la actividad humana, se vienen creando estrategias para dar solución a tan grave problematica, y es aquí donde
el vehículo eléctrico aparece proporcionando una alternativa que respeta al medioambiente, produciendo menor
cantidad de CO2 que un vehículo convencional, disminuyendo el ruido y evitando la contaminación acústica.
Además de otros factores que favorecen su inclusión, como prescindir de combustible y así ahorrar petróleo, una
materia prima limitada, su alta eﬁciencia y su bajo costo de operación frente al vehículo de combustión interna.
En este trabajo se propone una metodología para obtener el programa óptimo de recarga de vehículos eléctricos
(EVs, por su acrónimo en inglés Electric Vehicles) en sistemas de distribución basado en un modelo matemático
de programación no lineal. La solución consiste en encontrar la potencia óptima de recarga de los EVs con el
objetivo de minimizar los costos asociados a las pérdidas de energía del sistema. El estudio se realiza durante
un periodo de tiempo entre las 18:00 y las 07:00 durante el cual se establecen subperiodos con una prioridad
especiﬁca de recarga. De esta manera el usuario decide con anterioridad el subperiodo en el cual quiere recargar
su EV. Adicional a esto, se proporciona al modelo matemático una sensibilidad respecto al precio de la energía,
siendo un parámetro clave para recargar los EVs en intervalos de tiempo donde el precio de la energía sea bajo.
Se utiliza un sistema de prueba de la literatura especializada para validar el modelo matemático considerando
diferentes niveles de inserción de EVs en el sistema y se utilizan los software, Matlab y GAMS para modelar el
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1. Introducción
La reducción de los recursos fósiles como el petróleo y gas natural, destinados a la producción de materia prima
para la propulsión de vehículos automotores, ha sido uno de los temas de reﬂexión en el sector de transporte.
Esto ha motivado la fabricación de vehículos eléctricos (EVs) para mitigar la dependencia de fuentes de energía
tradicionales empleadas en los motores de combustión interna. Al utilizar energía eléctrica proveniente de fuentes
limpias (hidroeléctrica, eólica, solar, etc.) como el combustible de los vehículos, se disminuye el efecto negativo
sobre el medio ambiente, debido a que los EVs no emiten dióxido de carbono a la atmosfera, generan poco ruido
y liberan calor en pequeñas cantidades [1].
Durante los últimos años, se ha presentado un interés apreciable en los EVs, debido al incremento en los precios
del petróleo y los incentivos económicos por parte del gobierno para la adquisición de estos vehículos. Por otra
parte, está el desarrollo de programas tecnológicos, que han mejorado de manera signiﬁcativa la construcción
de este tipo de vehículos [2].
La inclusión de EVs como nueva carga tendrá un alto impacto en la red de distribución de energía eléctrica.
Como consecuencias está la aparición de nuevos picos de demanda y violaciones en los límites permitidos de
voltaje, debido a la recarga simultanea de baterías. De igual manera se presenta una reducción en la calidad de
la energía (Introducción de armónicos y desbalance) por cuenta de los equipos electrónicos que hacen parte de
la infraestructura de recarga de los EVs [3].
Otros efectos generados por la introducción de EVs en la red de distribución, es la sobrecarga de los circuitos
alimentadores y transformadores, y el incremento en las pérdidas de potencia durante la recarga de las baterías.
Esto representa un perjuicio adicional para el sistema de distribución que actualmente se encuentra en un
escenario de congestión por la aparición de más fuentes de generación distribuida. Desde el punto de vista del
operador del sistema de distribución, surgen aspectos económicos cuando se trata de pérdidas de potencia y
problemas en la calidad de la energía, contribuyendo de esta manera a la reducción de la conﬁabilidad en el
sistema y del buen funcionamiento de los aparatos eléctricos [4].
Este problema es en principio estudiado en la década de 1970 de acuerdo con [5]donde se destaca el crecimiento
acelerado en el sector del transporte y su demanda de energía eléctrica. Con el objetivo de evitar una posible
crisis energética, se proporcionan medidas enmarcadas en la evaluación de efectos ambientales y predicción de
recursos para abastecer demandas futuras. Dentro de estas medidas se encuentra la optimización en cuanto a
los requerimientos energéticos de un vehículo eléctrico y tecnologías asociadas a su construcción [6].
Según [7], la capacidad del sistema de distribución de energía eléctrica no representa una limitación para el uso
del EV, siempre y cuando la recarga de las baterías se realice durante las horas de menor consumo de energía
por parte de las cargas convencionales. De esta manera, se plantea en [8] estrategias que mejoran el factor de
carga de la red considerando el despliegue de los EVs con planes de manejo de demanda.
Analisis realizados por [9] muestran que el sistema de distribución podría llegar a un escenario de saturación,
si se realizan recargas de EVs de manera no controlada. De aquí nace la necesidad del diseño de sistemas de
infraestructura de recarga inteligente, los cuales proporcionan comunicación remota entre el punto de recarga
del EV y el operador de red para controlar la cantidad de energía entregada al EV. Desde esta perspectiva,
el programa controlado de recarga de EVs planteado en [4] obtiene un perﬁl de carga óptimo, considerando
periodos de recarga de los EVs y escenarios de demanda convencional relacionado con la estación del año.
En este trabajo se propone una metodología para obtener el programa óptimo de recarga de EVs a través
de un modelo matemático no lineal, considerando ciertos periodos de tiempo para la ejecución de la recarga,
factores de prioridad y penalización por recarga incompleta de baterías. Se establece una sensibilidad respecto
a la variación en el precio de la energía, siendo atractiva la recarga de EVs cuando este precio se encuentre en
niveles minimos. La solución obtenida determina un mínimo costo de pérdidas de energía para cada nivel de
inserción de EVs en todo el sistema.
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1.1. Deﬁnición del problema
En Colombia, el sector de transporte es el responsable de la mayoría de emisiones de gases de efecto invernadero,
pues este sector tiene una alta dependencia de combustibles fósiles [1]. El inconveniente de la dependencia surge
en que la gran mayoría de productos y servicios se encuentran relacionados con el transporte y por tanto, los
precios a los que está sometido el petróleo varían constantemente. Todo esto lleva a una situación global en la
que se espera que a mediano plazo el precio del petróleo alcance cotas insostenibles y a largo plazo las reservas
de petróleo lleguen a agotarse [2].
Uno de los grandes desafíos del siglo XXI es encontrar una manera eﬁciente de propulsar los vehículos de
transporte, en donde se consideran los vehículos eléctricos como una solución. La ventaja principal que tienen
estos vehículos es que no emiten contaminación de ningún tipo en su funcionamiento y además la mayor parte
de la energía eléctrica generada en Colombia proviene de plantas hidroeléctricas, clasiﬁcadas como fuentes de
energía limpia, por tanto las emisiones de gases de efecto invernadero que corresponden a la debida generación
son insigniﬁcantes.
Será necesario realizar un análisis sobre las consecuencias de su utilización, además de eso también será necesario
un profundo cambio social, la energía más ecológica es aquella que no se ha utilizado [1].
Este tipo de vehículo se verá reﬂejado como una carga con características especiales en el sistema eléctrico, ya
que tiene la posibilidad de consumir y almacenar energía. Pero esta capacidad está limitada por la capacidad de
las baterías, la cantidad de vehículos conectados a la red y el número máximo de ciclos de carga [1]. Además es
conveniente que se desarrollen sistemas de comunicación que permita realizar una gestión inteligente por parte
del comercializador, permitiéndole a este tener un control directo sobre la carga.
Teniendo en cuenta todo esto, es necesario realizar un análisis que permita conocer cómo afectará esta nueva
carga a las redes de distribución, cómo deberá interactuar con ellas y que nuevos elementos serán necesarios,
tanto desde el punto de vista del consumidor cómo desde el transportador y el operador del sistema.
Más concretamente, no está claro el número de vehículos que el sistema eléctrico actual puede soportar, así como
tampoco se conoce cuál será el comportamiento de los usuarios, lo que diﬁculta concluir predicciones ﬁables.
Por este motivo, se plantea un modelo matemático que permite realizar una recarga inteligente, partiendo de 4
escenarios con porcentajes diferentes de penetración de vehículos en la red, con esto, se podrá conocer cuál es
la magnitud de las necesidades requeridas para la inversión que se debe llevar a cabo, y cuáles son las políticas
que se deben considerar para minimizar los costos de dicha integración de vehículos.
1.2. Objetivos
1.2.1. Objetivo general
Estudiar y modelar el problema de la programación óptima de la recarga de vehículos eléctricos enchufables
considerando su impacto en las redes inteligentes, la variación de la carga en el tiempo y la priorización de carga
según los costos.
1.2.2. Objetivos especíﬁcos
Revisar el estado de arte sobre los vehículos eléctricos enchufables y su impacto en las redes inteligentes.
Analizar los problemas ocasionados por el impacto de la inclusión masiva del vehículo eléctrico en la red
de distribución de energía como: pérdidas en el sistema, congestión en las diferentes ramas, caídas y picos
de tensión.
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Profundizar en el modelo de optimización no lineal planteado en [10].
Implementar el modelo en un software comercial (Gams y Matlab) y obtener resultados sobre casos de
prueba de la literatura especializada.
Realizar pruebas del algoritmo desarrollado en un sistema de distribución típico.
Documentar la investigación realizada.
1.3. Justiﬁcación
El cambio climático causado por las emisiones de gases de efecto invernadero que el mundo ha venido presen-
ciando durante los últimos años, se ha convertido en una condición real que tiene consecuencias graves para la
sociedad humana [11]. La población es consciente de que es necesario un cambio para que la situación actual
no perjudique a las futuras generaciones. Por esto, se han establecido acuerdos a nivel mundial como el pro-
tocolo de Kioto, que tiene como objetivo reducir las emisiones de seis gases de efecto invernadero que causan
el calentamiento global.
Con la necesidad de contribuir al medio ambiente, se vienen creando estrategias para dar solución a esta
problemática actual, y es aquí donde el vehículo eléctrico aparece, proporcionando una alternativa de transporte,
con factores que favorecen su inclusión, como su alta eﬁciencia y bajo costo de operación frente al vehículo
de combustión interna. Pensando además que las razones para la electriﬁcación del transporte son obvias: la
inseguridad del abastecimiento del petróleo, con sus altos costos, los conﬂictos militares implicados en ello, las
emisiones de CO2, la contaminación atmosférica y el ruido.
Los vehículos eléctricos pueden ser una oportunidad para aumentar la eﬁciencia del sistema eléctrico, siempre
y cuando las recargas se realicen de forma inteligente. La recarga masiva de vehículos eléctricos generará una
demanda importante sobre el sistema eléctrico. Para que el balance ambiental de la introducción del vehículo
eléctrico sea beneﬁcioso, se requiere un cierto grado de ﬂexibilidad en los modos de recarga.
La inevitable llegada del vehículo eléctrico afectara de manera inmediata a la red actual, puesto que no está
preparada para el aumento de la demanda energetica, ocasionando grandes ﬂuctuaciones de tensión, degradando
la eﬁciencia del sistema y aumentando la probabilidad de apagones debidos a la sobrecarga de la red [12].
Afortunadamente, el desarrollo de Smart Grids permite que los consumidores controlen su uso de la energía o
que el operador del sistema tenga control directo sobre la carga [10], proporcionando una excelente oportunidad
para manejar este problema efectuando una coordinación de carga inteligente de los PEV [13] y así aplanar los
picos de demanda presentados en la curva de demanda diaria y mejorar el perﬁl de tensión.
Colombia posee un interés actual en esta realidad, que ya se vive en otros países de Europa y Asia. En Bogotá,
por ejemplo, un plan piloto de la secretaría de movilidad tiene rodando por las calles 50 taxis de recarga eléctrica
[14]. Con estos proyectos se espera que el crecimiento en el número sea exponencial en los siguientes años, y que
después de 2015 ocurra una rápida masiﬁcación de esta clase de vehículos por la implementación de políticas
más agresivas de incentivos, además de considerar los resultados que arrojen los planes piloto y la rebaja en los
precios de esta tecnología [14].
1.4. Propuesta de solución de la problemática abordada
La propuesta de investigación está orientada al desarrollo de un método de conexión de los vehículos eléctricos,
determinando una tasa de recarga óptima y una minimización de pérdidas de energía en todo el sistema de
distribución.
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El problema de recargas de EVs se representa haciendo uso de la programación matemática, la cual muestra la
operación en estado estable de un sistema de distribución y la forma en que los EVs afectan su funcionamiento.
Esto se representa a través de una función objetivo, la cual implica algunas consideraciones como: el costo
asociado a las pérdidas de energía en todo el sistema, los costos relacionados a las cargas convencionales y a
los vehículos eléctricos, la penalización asociada a la prioridad de recarga de los EVs y la penalización por EVs
que no fueron recargados completamente al ﬁnal del periodo de estudio. Adicionalmente se tienen en cuenta
algunas restricciones asociadas al modelo matemático, como el balance de potencia activa y reactiva en cada
uno de los nodos, la caída de tensión, el cálculo de la corriente por las líneas, la energía que debe ser recargada
y la energía que falto por ser recargada al ﬁnal del periodo. Finalmente se consideran algunos aspectos técnicos
como límites de tensión, límites de corriente, potencia máxima de generación y potencia de los EVs.
1.5. Estructura del documento
Este documento consta de 6 capítulos, los cuáles explican de manera estructurada el logro del proyecto.
En el capítulo uno se realiza una introducción que sirve de motivación al estudio de vehículos eléctricos en
las redes de distribución, y se presenta la deﬁnición del problema y la propuesta de solución. Este capítulo es
muy importante, ya que permite conocer los objetivos del proyecto, la estructura del documento y los aportes
logrados.
En el capítulo dos se mencionan los antecedentes que se estudiaron con el ﬁn de abarcar el problema propuesto,
se establece un marco referencial con el proposito de contextualizar al lector.
En el capítulo tres se menciona la metodología propuesta para resolver el problema de recarga de vehículos
eléctricos en redes eléctricas inteligentes, teniendo en cuenta ciertas consideraciones y restricciones. Además se
describen los softwares empleados para el modelamiento y solución del problema.
En el capítulo cuatro se describe el problema de conexión de Evs que determina una tasa optima de recarga
y minimiza las pérdidas de energía en todo el sistema de distribución. Bajo este propósito, se estable una
formulación matemática que tiene en cuenta algunas consideraciones que podrán reﬂejar la realidad de la
recarga de EVs en un escenario de control inteligente por parte del operador de red.
En el capítulo cinco se muestra la validación del modelo matemático no lineal, en el sistema de prueba modiﬁcado
de 449 nodos de la IEEE, propuesto en [12]. Se emplea el software comercial GAMS [15] y especíﬁcamente el
solver MINOS para encontrar una solución al problema de naturaleza no lineal.
En el capítulo seis se mencionan las conclusiones obtenidas luego de analizar los resultados de las múltiples
pruebas realizadas. Estas conclusiones son muy importantes ya que sobre estás es que se van a realizar los
avances de futuras investigaciones.
1.6. Aportes del proyecto
Primordialmente, la propuesta descrita permitió dar un avance en el tema de recarga de vehículos eléctricos
en redes de distribución, planteando un modelo matemático que propone una recarga inteligente de EVs en
sistemas eléctricos de distribución, teniendo en cuenta escenarios diferentes que se consideran para la recarga.
Esto es de vital importancia, pues muy pronto será una realidad la integración masiva de vehículos eléctricos en
el sistema de distribución en Colombia, debido principalmente al incremento en la demanda, al uso de energías
renovables y a la disponibilidad de venta de energía que tienen muchas empresas distribuidoras.
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La metodología propuesta se implementó en diferentes casos de prueba, considerando porcentajes distintos para
la recarga de vehículos eléctricos y teniendo en cuenta la variación del precio de la energía según la hora elegida
para recargar, convirtiendo al modelo propuesto en conﬁable ante diversos panoramas.
Por otra parte, la metodología desarrollada quedará plasmada en un documento de forma general, facilitando
futuras investigaciones y asegurando la información.
1.6.1. Publicacion en congresos internacionales
Artículo publicado: Camila A. Puentes, Ricardo A. Hincapié, Andrés Arias, Mauricio Granada y Geovanny Ma-
rulanda Optimal Charging Schedule of Electric Vehicles Considering Variation of Energy Price. Transmission
and Distribution Latin America Conference. Medellín  Colombia. 2014.
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2. Problema de recarga de vehículos eléctricos en redes de distribu-
ción
2.1. Antecedentes
La primera referencia que se conoce del vehículo eléctrico data en el sigo XIX, época en donde las investigaciones
relacionadas al electromagnetismo avanzaban con rapidez y una de sus primeras aplicaciones prácticas fue
motorizar vehículos [5].
El primer EV aparece en 1838 gracias a Robert Davidson que logró desplazar una locomotora sin usar carbón ni
vapor [16]. Entre los años de 1832 y 1839 Robert inventó un primer vehículo puro cuya batería no era recargable.
En el año de 1889 el piloto Camille Jenatzy alcanzó un record de velocidad alcanzando los 105 kilómetros por
hora en el extrarradio de París en su auto descapotable eléctrico [17].
Aprovechando la fama del vehículo eléctrico en 1907, la Detroit Electric Car comenzó a producir EVs de batería
propulsados por baterías de plomo-ácido recargables [18].
En 1911, Thomas Edison incorpora sus baterías de níquel-hierro a la ﬂota de vehículos en producción. Y tanto
él como Henry Ford hicieron inversiones en los EVs pronosticando un gran futuro [16].
El EV empezó a adquirir gran importancia por su simplicidad, su ﬁabilidad, su autonomía razonable para la épo-
ca y su precio era aceptable para la burguersía[19], además los vehículos de combustión eran muy contaminantes,
sucios, ruidosos y requerian gasolina para funcionar. Sin embargo, el desarrollo del motor de combustión, la apa-
rición de la cadena de montaje con el ford modelo T [20] y la irrupción del petróleo barato dieron predominancia
al vehículo de combustión [19] llevando al EV a desaparecerse hasta mediados de los años 60.
Entre 1960 y 1970 por razones ecólogicas, en el sector industrial empiezan a aparecer algunos modelos de EV
como el carro de golf eléctrico y algunos carros urbanos.
La crisis del petróleo fue el detonante de su posterior reaparición, obligando a los fabricantes de carros conven-
cionales a mejorar su eﬁciencia mientrás se encontraban alternativas al petróleo [19].
En el año de 1990 se empezarón a generar proyectos para la inclusión del vehículo eléctrico a la red de distri-
bución, estos proyectos tenían como objetivo principal impulsar un medio de transporte que no perjudicara al
medio ambiente [21], que contribuyera con lo establecido en el protocolo de Kioto y que no se viera afectado por
los altos precios del petróleo. Ese mismo año, las empresas automovilísticas empezaron a crear vehículos que
no produjeran emisiones con el ﬁn de contribuir en gran manera a la reducción de los gases invernaderos y el
calentamiento global del planeta, a partir de esta acción, la empresa general MOTORS comercializó en 1997 el
primer automóvil eléctrico, denotado como EV1 (Electric Vehicle 1), después muchos fabricantes como Toyota
y Nissan entre otros, comercializaron vehículos eléctricos. Pese a que la implantación del vehículo fuese tan bien
aceptada [21], la industria petrolera ejerció tanta presión que logró parar la producción del EV1 [21].
El vehículo eléctrico no interesaba porque habian pocos clientes, debían mantener repuestos para unas centenas
o millares de unidades, no requerian mantenimiento ni generaban dinero en la postventa [19].
Finalmente en el año de 2003 los vehículos fueron reclamados por los fabricantes, deshabilitados, recolectados y
destruidos. Unos pocos pudieron salvarse por las protestas de algunos clientes, que querían pagarlos aceptando
no tener derecho a postventa.
En el 2008 Berlín impulsó un proyecto para volver a introducir el vehículo eléctrico en el mercado, este proyecto
se llamó e-mobility Berlín [21] y está instalando 500 puntos de recarga en la capital alemana, con la ayuda
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de dos empresas: la suministradora de energía RWE y Daimler. De la misma manera, en Francia en el año de
2008 se empezó a ejecutar un proyecto a largo plazo de movilidad eléctrica con EDF y Renault Nissan [22],
dotando a París con todo lo necesario para la inclusión masiva en pocos años del vehículo eléctrico. Por otro
lado, en Londres, la empresa de transporte (TLF) en el 2009 instaló una red de recarga del vehículo eléctrico,
que soportará 8525 puntos de recarga. El horizonte del proyecto es alcanzar 2500 puntos de recarga antes del
2015. En España se creó un proyecto con el ﬁn de hacer circular un millón de vehículos con energía eléctrica
en el 2015 [23], este proyecto lleva el nombre de MOVELE y empezó introduciendo 200 carros eléctricos y
construyendo 546 puntos de recarga.
No solamente las capitales europeas están iniciando proyectos para introducir el vehículo eléctrico al mercado
[23]. También países en América como Colombia que participa en un proyecto piloto emprendido en la alianza
de Renault Sofasa con las empresas de distribución de energía Codensa y EPM.
Pero toda esta inclusión de EVs implica una recarga masiva de las baterías de los EVs que tendrá un impacto
técnico y económico en el sistema eléctrico, tanto en la operación del sistema como en los posibles refuerzos
necesarios de la actual infraestructura [24]. Por ello, distintos proyectos de investigación a nivel nacional e
internacional , como el proyecto europeo MERGE [25] tratan de evaluar este impacto y proponer soluciones




En el transcurso de los últimos años ha surgido una tendencia social de concienciación respecto al cambio
climático. Esto ha llevado a pensar en la necesidad de reemplazar el sistema actual de transporte [26] y el vehículo
eléctrico se presenta como la alternativa más viable y factible, debido a que la tencología está suﬁcientemente
desarrollada.
Este vehículo tiene la capacidad de consumir y almacenar energía. Por consiguiente es necesario analizar el
impacto que se tendrá al vincular los EVs a las redes eléctricas, cómo deberán interactuar con estás y qué
nuevos elementos serán necesarios.
Impacto en las redes de distribución
Respecto al impacto en las redes de distribución no existen demasiados estudios debido a que aun no se han
alcanzado considerables porcentajes de inclusión de los vehículos eléctricos, por tanto esto aun no será un
problema para la red y se convierte en un estudio de interés a medio y largo plazo.
La mayoría de las investigaciones buscan analizar las redes de distribución partiendo de una red base en la cual
se introducen diferentes porcentajes de EVs con el ﬁn de obtener algunos resultados y así lograr monitorear
ciertas variables, como: las pérdidas en el sistema, sobrecalentmiento de transformadores, perﬁles de tensión,
calidad de la energía, costos asociados, etc.
Conceptos
Teniendo en cuenta las diferentes revisiones concernientes al tema en estudio, se considera necesario deﬁnir los
siguiente términos:
EV (Por su acrónimo en inglés Electric Vehicle): Vehiculo eléctrico.
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PEV (Por su acrónimo en inglés Plug-in Electrical Vehicle): Vehiculo eléctrico conectado a la red.
PNL: La programación no lineal, se utiliza en campos como la ingeniería, la economía, la gestión, y muchas
otras áreas de la ciencia, la técnica y la industria; de igual forma la programación no lineal se aplica en
problemas en donde el conjunto de restricciones, la función objetivo o ambos son de naturaleza no lineal.
Curva de carga de energía eléctrica: La curva de carga diaria indica las características de la carga en el
sistema de distribución[27], sea residencial, comerical o industrial y la forma en que se combinan para
producir el pico. Tambien se puede decir que es la variación de la demanda en el tiempo para una carga
dada.
Protocolo de Kioto: Es un acuerdo impuesto el 16 de febrero de 2005 por la convención marco de las
naciones unidas (MNUCC) que tiene por objetivo reducir las emisiones de seis gases de efecto invernadero
que causan el calentamiento global.
Red de Distribución: Es la parte del sistema de suministro eléctrico que se encarga de suministrar energía
desde la subestación de distribución hasta los usuarios ﬁnales.
Caída de Tensión: Es la diferencia de potencial que existe entre los extremos de un conductor. Se mide en
voltios y representa el gasto de fuerza que implica el paso de la corriente por ese conductor.
Smart grids: Es una forma de gestión eﬁciente de la electricidad que utiliza tecnología informática para
optimizar la producción y la distribución de electricidad con el ﬁn de equilibrar mejor la oferta y la
demanda entre productores y consumidores.
Optmización: La optimización en matemáticas, estadísticas, ciencias empíricas, ciencia de la computación,
o ciencia de la administración, la optimización matemática es la selección del mejor elemento (con respecto
a algún criterio) de un conjunto de elementos disponibles.
Problema de optimización: Un problema de optimización consiste en maximizar o minimizar una función
real eligiendo sistemáticamente valores de entrada (tomados de un conjunto permitido) y computando el
valor de la función.
CKKT: Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, son las necesarias y suﬁcientes que deben cumplir los
posibles candidatos a solución óptima del problema de optimización PNL.
PPNL: El problema de la Programación No Lineal hace referencia cuando el conjunto de restricciones, la
función objetivo, o ambos en un problema, son no lineales.
HCR: Hipótesis de Cualiﬁcación de las Restricciones.
Pérdidas de energía: Las pérdidas de los sistemas eléctricos de distribución [28], se deﬁnen como la energía
que se pierde en cada una de las etapas funcionales del sistema de distribución más las pérdidas no técnicas
o comerciales producidas por la falta de medición y/o facturación a usuarios que se abastecen de energía
en forma ilegal o cuyos sistemas de medición sufren algún daño.
Operador de la red de distribución: El operador de la red de distribución es la empresa que se encarga
de transportar la energía desde la red de alta tensión hasta la acometida de los consumidores en media y
baja tensión. En algunos sistemas, esta actividad incluye el servicio de gestión comercial del suministro.
En otros mercados esta actividad está separada y se suele llamar comercialización [19].
Tecnología V2G: La V2G correspone a las siglas ingesas de Vehicle To Grid  (del vehículo a la red) y
es la tecnología que permite el almacenamiento en las horas valle y la recuperación de la electricidad en
las horas punta desde las baterías de los vehículos eléctricos a la red. Esta tecnología V2G permite cargar
baterías durante las horas valles, cuando el KWh es más barato, y venderlo cuando el KWh es más caro
[29].
MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory): laboratorio de matrices.
GAMS (Por su acrónimo en inglés General Algebraic Modeling System): es un software de alto nivel de
modelado del sistema para la optimización matemática.
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2.2.2. Marco teórico
El problema de la recarga de vehículos eléctricos en sistemas de distribución consiste en determinar la tasa
óptima de recarga de los PEV (por su acrónimo en inglés Plug-in Electric Vehicle) en el sistema de distribución
de tal forma que al ﬁnal del periodo de tiempo considerado se maximice la energía recargada en los vehículos,
mientras que se minimizan las pérdidas de energía, así como la energía consumida por la demanda convencional
y por los vehículos [10]. Matemáticamente este problema se puede representar con una función de minimización
de costos de la forma:
min α+ β + δ + ω (1)
en donde α representa los costos de las pérdidas de energía, β representa los costos de la energía consumida
por las cargas y los PEV y ω es una penalización asociada a la prioridad en la recarga de los vehículos [10].
La teoría de la optimización, provee las herramientas matemáticas necesarias para solucionar este problema, es
decir, encontrar el conjunto de parámetros que minimice la función.
En particular, la programación no lineal (PNL) se utiliza en campos como la ingeniería, la economía, la gestión,
y muchas otras áreas de la ciencia, la técnica y la industria. En cualquier problema de programación no lineal el
conjunto de restricciones, la función objetivo o ambos son no lineales y requiere identiﬁcar cuatro componentes
básicos [30]:
1. El conjunto de datos.
2. El conjunto de variables involucradas en el problema, junto con sus dominios respectivos de deﬁnición.
3. El conjunto de restricciones lineales del problema que deﬁnen el conjunto de soluciones admisibles.
4. La función no lineal que debe ser optimizada (minimizada o maximizada).
Un PNL se dice que está bien formulado si tiene una solución acotada. Si no tiene solución es porque está
restringido en exceso. Por tanto, para que el problema esté bien formulado las restricciones deben ser elegidas
adecuadamente.
Las restricciones son el conjunto de condiciones que toda solución candidata a óptima debe cumplir, este conjunto
deﬁne el conjunto factible y están asociadas a la realidad física, económica o de ingeniería en la que surge el
problema [30].
Un conocimiento detallado de los problemas de programación matemática requiere un conocimiento preciso
de las estructuras de las posibles regiones de factibilidad. Las restricciones que dan lugar a un conjunto de
igualdades y desigualdades lineales originan soluciones factibles que tienen la estructura de espacios vectoriales,
conos, politopos y poliedros. Por tanto, conocer estas estructuras algebraicas es importante para comprender el
comportamiento de las soluciones de los problemas en los que se intervienen.
Programación no lineal
Cuando el conjunto de restricciones, la función objetivo, o ambos, son no lineales, se trata de un problema de
programación no lineal (PPNL).




Si f (x)es diferenciable, la condición necesaria para que x = x∗ sea óptima es
∂f
∂xj
|x=x∗= 0,∀j = 1, 2, . . . , n
La condición suﬁciente es que f (x)sea cóncava.
Optimización restringida linealmente:
Si todas las restricciones son lineales pero la función objetivo no lo es.
Se tienen extensiones del método símplex [30]. Un caso particular es conm = 0, donde hay variables no negativas.
max f (x)
s.a xj ≥ 0
Por tanto, la condición necesaria cambiaría a:
∂f
∂xj
|x=x∗= 0, x∗j > 0
∂f
∂xj
|x=x∗≤ 0, x∗j = 0
Optimización cuadrática:
Problema restringido linealmente con su función objetivo de naturaleza cuadrática.




2 + a3x1x2 + a4x1 + a5x2
Optimización convexa:
Reune una amplia clase de problemas, cuando f (x) es una función cóncava que debe minimizarse [30].
Los supuestos son:
(i) f (x) es cóncava
(ii) cada gi (x)es convexa.
Estos dos supuestos aseguran que un máximo local es global [30].
Optimización separable:
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Es un caso especial de la programación convexa, en donde todas las funciones f (x) y gi (x) son separables.
La función es separable cuando cada término incluye una sola variable, por tanto la función se puede separar
en una suma de funciones de variables individuales [30].






Incluye todos los problemas de PNL que no satisfacen los supuestos de programación convexa. No se tiene
un algoritmo que garantice encontrar una solución óptima para estos problemas, pero se tienen algoritmos
adecuados para encontrar máximos locales, en especial cuando las formas de las funciones no lineales se desvían
a las convexas [30].
Optimización geométrica:











2 · · ·xaknn , k = 1, 2, . . . , N
En tales casos, ck y akj con frecuencia representan las constantes físicas, mientras que las xj son las variables de
diseño. Estas funciones por lo general no son ni cóncavas ni convexas, por lo que las técnicas de programación
convexa no se pueden aplicar en forma directa a estos problemas de programación geométrica [31].
Optimización fraccional:
La función objetivo tiene la forma de una fracción, esto es, cociente de dos funciones,





El problema de complementariedad encuentra una solución factible para el conjunto de restricciones
w = F (z) , w ≥ 0, z ≥ 0
que también satisface la llamada restricción de complementariedad,
wtz = 0.
El problema de la programación no lineal
Z = f(x1, . . . , xn) (2)
sujeto a
h1(x1, . . . , xn) = 0
...
...
hl(x1, . . . , xn) = 0
g1(x1, . . . , xn) ≤ 0
...
...
gm(x1, . . . , xn) ≤ 0
(3)





donde x = (x1, . . . , xn)T es el vector de las variables de decisión, f : Rn → R es la función objetivo, y h : Rn → R`
y g : Rn → Rm, donde h(x) = (h1 (x) , . . . , h` (x))T es la restricción de igualdad y g(x) = (g1 (x) , . . . , gm (x))T es
la restricción de desigualdad [conejo]. Para que este problema sea catalogado como no líneal, al menos una de
las funciones involucradas en su formulación debe poseer esta caracteristica.
Cualquier vector x Rnque satisface las restricciones se denomina solución factible, y el conjunto de todas las
soluciones factibles se denomina región factible [30].
Condiciones necesarias de optimalidad
Existen diferentes tipos de problemas de programación no lineal, sin embargo, este problema de recarga de los
vehículos eléctricos en sistemas de distribución puede ser clasiﬁcado como un modelo de programación cónico




La propiedad de diferenciabilidad permite caracterizar los extremos locales (mínimos o máximos), proporcio-
nando las condiciones necesarias para la optimalidad de una solución [30].
Los máximos pueden ser obtenidos de la siguiente manera:
Maximizarxsf(x) = −Minimizarxs − f(x) (4)
Y para la búsqueda de los mínimos se deben tener en cuenta las siguientes deﬁniciones:
Una función f(x) tiene un mínimo global en el conjunto de puntos S (respectivamente, un mínimo global
estricto) en el punto x∗, si y sólo si f(x∗) ≤ f(x) [respectivamente, f(x∗) < f(x)] para todo x en S.
Una función f(x) tiene un mínimo local (respectivamente, un mínimo local estricto) sobre el conjunto S en
el punto x¯, si y sólo si existe un número positivo cumpliendo f (x¯) < f (x) (respectivamente, f (x¯) < f (x))
para todo x en S tal que 0 < ‖ ¯x− x‖ < .
Condiciones de Karush-Kuhn-Tuker
Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (CKKT), son las necesarias y suﬁcientes que deben cumplir los posibles
candidatos a solución óptima del problema de optimización PNL. Las siguientes deﬁniciones son las correspon-
dientes a los problemas de minimización y maximización:
Dado el problema
Optimizar f (x1, . . . , xn)
Sujeto a hi (x1, . . . , xn) = 0 i = 1, . . . ,m
gi (x1, . . . , xn) ≤ 0 j = 1, . . . , p
con f, hi, gi : A→ R funciones de clase C1 (A) y A ⊆ Rn un conjunto abierto. Se dice que x∗ = (x∗1, . . . , x∗n) A
es un punto de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) si y sólo si ∃ λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µp  R, de forma que se cumplen
las siguientes condiciones:
1. Condición estacionaria:
∇f (x∗1, . . . , x∗2) +
m∑
i=1
λi∇hi (x∗1, . . . , x∗n) +
p∑
j=1
µj∇gj (x∗1, . . . , x∗n) = 0
2. Condición de factibilidad:
hi (x
∗
1, . . . , x
∗
n) = 0 i = 1, . . . ,m
gj (x
∗
1, . . . , x
∗
n) ≤ 0 j = 1, . . . , p
3. Condición de holgura:
µjgj (x
∗
1, . . . , x
∗
n) = 0 j = 1, . . . , p
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Condición de signo: Una vez que se cumplen las condiciones anteriores el punto es de
Mínimo
Mı´nimo(CKKTMin)⇐⇒ µj ≥ 0 j = 1, . . . , p
o de
Máximo
Ma´ximo(CKKTMax)⇐⇒ µj ≥ 0 j = 1, . . . , p
En ambos casos los valores λi, . . . , λm, µ1, . . . , µp son los llamados multiplicadores y existe uno por cada res-
tricción del problema: el multiplicador λi está asociado a la restricción de igualdad hi (x1, . . . , xn) = 0 para
i = 1, . . . ,m y el multiplicador µj está relacionado con la restricción de desigualdad gj (x1, . . . , xn) ≤ 0 para
j = 1, . . . , p.
Los valores (λi, . . . , λm) son los multiplicadores de Lagrange y los valores (µ1, . . . , µp) son los multiplicadores
de Karush-Kuhn-Tucker [32].
De la condición de holgura se deduce que si una restricción de desigualdad es no activa en el punto solución,
entonces el multiplicador de KKT asociado debe tomar el valor 0.
Los puntos x∗A∩Ω, siendo Ω el conjunto factible del problema, que cumplen la condición estacionaria se dice
que son puntos críticos o estacionarios [32].
Por lo general, esta condición se expresa en términos de la función lagrangiana deﬁnida utilizando la función
objetivo y las restricciones como
L (x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm, µ1, . . . , µp) = f (x1, . . . , x2) +
m∑
i=1
λihi (x1, . . . , xn) +
p∑
j=1
µjgj (x1, . . . , xn)
o de manera vectorial
L (x, λ, µ) = f (x) + λTh (x) + µT g (x)
siendo
λ = (λ1, . . . , λm)
µ = (µ1, . . . , µp)
h (x) = (h1 (x1, . . . , xn) , . . . , hm (x1, . . . , xn))
g (x) = (g1 (x1, . . . , xn) , . . . , gp (x1, . . . , xn))
De manera vectorial, esta condición se puede expresar de una forma más compacta como
∇× L (x, λ, µ) = 0




Condición de factibilidad para las restricciones de igualdad y la condición de holgura
∂f
∂xk
















(x∗1, . . . , x
∗
n) = 0 k = 1, . . . , n
hi (x
∗
1, . . . , x
∗
n) = 0 i = 1, . . . ,m
µjgj (x
∗
1, . . . , x
∗
n) = 0 j = 1, . . . , p
Este sistema está compuesto por (n + m + p) ecuaciones y (n + m + p) incógnitas (las n coordenadas de
x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) , los m multiplicadores de Lagrange λi y los p multiplicadores de KKT µj).
Cuando el sistema se ha resuelto, se debe comprobar que son puntos factibles y que los multiplicadores de KKT
asociados tengan todos el mismo signo, para conocer cuál o cuáles de las soluciones que se obtuvieron son puntos
KKT.
Las condiciones de KKT son necesarias para la mayoría de los problemas de optimización no lineal, es decir,
si x?es un óptimo local del problema no lineal (PNL), entonces será un punto de KKT [32]. Para que un
óptimo local deba cumplir éstas u otras condiciones [32], las restricciones en dicho punto tienen que cumplir con
determinadas propiedades, que se denominan como la Hipótesis de Cualiﬁcación de las Restricciones (HCR).
H.C.R. Sin restricciones En un problema de PNL de este tipo (m = p = 0), todos los puntos cumplen la
primera hipótesis de cualiﬁcación de las restricciones.
H.C.R. de Karlin o de Linealidad En un problema de PNL donde solo hay restricciones de tipo lineal,
todos los puntos factibles cumplen la hipótesis de cualiﬁcación de las restricciones de Karlin.
H.C.R. de Slater o de Convexidad En un problema de PNL en el que el conjunto factible Ω, es un
conjunto convexo con interior no vacío, todos los puntos factibles cumplen la hipótesis de cualiﬁcación de
las restricciones de Slater.
H.C.R. de Fiacco-McKormik o de Regularidad En un problema de PNL, todos los puntos factibles que
sean regulares cumplen la hipótesis de cualiﬁcación de las restricciones de Fiacco-McKormik [32].
Convexidad
Dado que la diferenciabilidad tiene la propiedad de depender de los valores que toma la función en un entorno
del punto, permite caracterizar los mínimos locales, pero no permite caracterizar los mínimos globales de un
PPNL. Por tanto, se debe tener en cuenta la propiedad de convexidad de las funciones. Esta propiedad garantiza
que todo óptimo local del PPNL sea también global [33].
Deﬁnicíon de una función convexa:
Sea f : S → R, donde S es un conjunto no vacío de Rn. La función f dice que es convexa en S si para cualquier
par de puntos x1y x2, y cualquier escalar λ que cumpla 0 ≤ λ ≤ 1, se tiene
f
(
λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1)+ (1− λ) f (x2) (5)
Si la desigualdad se satisface estrictamente en 5, se dice que f es estricatamente convexa. Similarmente, una
función f es cóncava si se cumple la relación 5 con la desigualdad inversa, esto es, si la función (−f) es
convexa.
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La convexidad es una propiedad deseable para las funciones involucradas en el PPNL, especialmente con respecto
al tema de los óptimos globales. Se debe iniciar considerando la interpretación geométrica de las funciones
cóncavas y convexas 1.
Sean x1 y x2 dos puntos distintos de S, y considerando el punto λx1 + (1− λ)x2  S para µ  (0, 1) . Se puede
notar que λf(x1) + (1− λ) f(x2) da la media ponderada de las imágenes de f(x1) y de f(x2), mientras que
f
(
λx1 + (1− λ)x2) da el valor de f en el punto λx1 + (1− λ)x2.












, en el intervalo deﬁnido. Para funciones cóncavas, la gráﬁca de la función queda por encima del
segmento mencionado [30].
Figura 1: Función convexa, cóncava y ni cóncava ni convexa.
Teorema de una función convexa
Sea S ⊂ R un conjunto abiero y convexo, y sea f : Rn → R una función dos veces diferenciable en S. Entonces,
se cumplen las siguientes propiedades:
1. f es una función convexa en S si y sólo si ∇2f (x¯) es una matriz semideﬁnida positiva para todo x¯  S :
yT∇2f (x¯) y ≥ 0; ∀y Rn
2. La función f es estrictamente convexa en S si y sólo si ∇2f (x¯) es una matriz deﬁnida positiva para todo
¯x  S :
yT∇2f (x¯) y > 0; ∀y Rn
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Cabe aclacar, que toda la teoría relacionada a la programación no lineal necesaria para resolver este problema
de regarga de EVs está embebida en GAMS, el software que se utilizó para el modelado del sistema y para
la optimización matemática. Se eligió a GAMS por que está diseñado para modelar y resolver problemas no
lineales, caraceterística principal del modelo matemático propuesto.
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3. Metodología implementada
En este capítulo se presenta la metodología implementada para la recarga inteligente de EVs en sistemas
eléctricos de distribución.
La metodología consiste en un método de conexión de los vehículos eléctricos, determinando una tasa de recarga
óptima y una minimización de pérdidas de energía en todo el sistema de distribución.
Esta metodología, se presenta haciendo uso de la programación matemática, la cual muestra la operación en
estado estable de un sistema de distribución y la forma en que los EVs afectan su funcionamiento.
3.1. Consideraciones
Esta metodología se ve reﬂejada en una función objetivo para la cual se deben tener en cuenta las siguientes
consideraciones:
El costo asociado a las pérdidas de energía en todo el sistema,
costos relacionados a las cargas convencionales,
penalización asociada a la prioridad de recarga de EVs,
penalización por EVs que no fueron recargados completamente al ﬁnal del periodo elegido.
3.2. Restricciones y aspectos técnicos
Adicional a las consideraciones que se deben tener en cuenta, se consideran ciertas restricciones asociadas al
modelo matemático:
Balance de potencia activa en cada uno de los nodos,
balance de potencia reactiva en cada uno de los nodos,
caída de tensión,
cálculo de la corriente por las líneas,
energía que debe ser recargada al ﬁnal del período en estudio,
energía que faltó por ser recargada al ﬁnal de período.
Se deben considerar además algunos aspectos técnicos relevantes al problema en estudio, como:
Límites de tensión,
límites de corriente,
potencia máxima de generación,
potencia de los vehículos eléctricos.
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3.3. Herramientas computacionales
Para evaluar la metodología implementada en este trabajo, se utilizaron las siguientes herramientas compu-
tacionales:
Microsoft Excel, es una aplicación distribuida por Microsoft Oﬃce para hojas de cálculo [34].
MATLAB (abreviatura de MATrix LABoratory, laboratorio de matrices), es una herramienta de software
matemático que ofrece un entorno de desarrollo integrado (IDE) con un lenguaje de programación propio
(lenguaje M) y servicio de especie [35].
General Algebraic Modeling System (GAMS), es un software de alto nivel de modelado del sistema para la
optimización matemática. GAMS está diseñado para modelar y resolver problemas lineales, no lineales y
optimización entera mixta. El sistema está diseñado para aplicaciones de modelado a gran escala complejas
y permite al usuario construir grandes modelos mantenibles que pueden adaptarse a las nuevas situaciones.
El sistema está disponible para su uso en distintas plataformas informáticas. Los modelos son portátiles
desde una plataforma a otra [15].
Inicialmente la base de datos del sistema de prueba se ingresó en excel por las fácilidades que esta herramienta
presenta para el manejo de la información.
Seguido de este, la información registrada en excel se carga en Matlab con los siguientes tres propositos:
1. Organizar la información registrada en excel para su posterior lectura en un software de optimización
especializado (GAMS).
2. Manipular fácilmente el sistema de prueba para cambiar sus condiciones de operación y así evaluar distintos
casos de estudio.
3. Visualizar de forma gráﬁca los resultados obtenidos para su posterior análisis.
Por otro lado, se empleó GAMS como la herramienta de optimización en este trabajo, dado que es ampliamente
utilizado en problemas de gran tamaño y alta complejidad computacional. Particularmente, el solver de GAMS
elegido para solucionar el problema de optimización fue MINOS por ser robusto y caracterizarse por alcanzar
una convergencia ante distintos casos de estudio evaluados.
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4. Aplicación del modelo matemático
4.1. Descripción del modelo matemático
El objetivo de este trabajo es implementar un programa de conexión de EVs que determine una tasa optima
de recarga y que minimice las pérdidas de energía en todo el sistema de distribución. Bajo este propósito, se
tienen en cuenta algunas consideraciones que podrían reﬂejar la realidad de la recarga de EVs en un escenario
de control inteligente por parte del operador de red:
En la mayoría de los casos, el EV será recargado durante la noche, considerando un periodo de tiempo T
entre las 18:00 y 07:00. Antes de ser enchufado a la red, el usuario puede programar el periodo de tiempo
en el cual se realizará la recarga, considerando de antemano que durante el periodo de tiempo escogido,
la batería del EV podrá recargarse por completo.
El operador de red tendrá comunicación remota con la infraestructura de recarga de los EVs. De esta
forma se podrá controlar la potencia entregada al EV en cada hora del periodo de tiempo escogido.
La capacidad de energía de las baterías es conocida.
Solo puede ser recargado un EV por cada nodo de carga en el sistema de distribución.
El suministro de energía a las cargas convencionales es prioritario, sin importar el número de EVs que
estén conectados al sistema de distribución. Además se deben tener en cuenta aspectos técnicos como
límites de corriente en los conductores y caídas de tensión.
4.2. Formulación matemática
El problema de recarga de EVs se puede representar haciendo uso de la programación matemática. Este trabajo
se basa en el modelo matemático no lineal expuesto en [10], el cual representa la operación en estado estable
de un sistema de distribución y la forma en que los EVs afectan su funcionamiento. Al modelo matemático se
le agregó una sensibilidad para la recarga de EVs que depende del precio de la energía eléctrica en el perioro
de tiempo T considerado, así los EVs siempre empezarán a recargarse en las horas en las que el precio de la
energía sea el más bajo.
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[δ (t)Pv (n, t)] + φ (n) ∀n = 1, 2, . . . , nn (11)
V 2min ≤ V (n, t)sqr ≤ V 2max ∀n = 1, 2, . . . , nn ∀t = 1, 2, . . . , nt (12)
0 ≤ I (l, t)sqr ≤ I (l)2max ∀l = 1, 2, . . . , nl ∀t = 1, 2, . . . , nt (13)
0 ≤ Pg (n, t) ≤ Pgmax ∀n = 1, 2, . . . , nn ∀t = 1, 2, . . . , nt (14)
0 ≤ Pv (n, t) ≤ Pvmax ∀n = 1, 2, . . . , nn ∀t = 1, 2, . . . , nt (15)
donde,
t : Intervalo de tiempo del periodo T considerado.
nt : Nu´mero de intervalos de tiempo del periodo T.
l : Tramo de red.
nl : Cantidad de tramos de red.
C (t) : Precio de la energı´a en el intervalo de tiempo t.
δ (t) : Duracio´n del intervalo de tiempo t.
R (l) : Resistencia del tramo de red l.
I (l, t)
sqr
: Cuadrado de la corriente que circula por el tramo de red l en el intervalo de tiempo t.
n : Nodo del sistema.
nn : Cantidad de nodos del sistema.
Pd (n, t) : Potencia activa demandada por carga convencional en el nodo n en el intervalo de tiempo t.
Pv (n, t) : Potencia activa demandada por el EV en el nodo n en el intervalo de tiempo t.
K (n, t) : Factor de prioridad de recarga en el nodo n durante el intervalo de tiempo t, si un EV
esta´ conectado en n.
η : Factor de penalizacio´n por EV s que no fueron recargados completamente.
φ (n) : Energı´a que falto´ por recargar en el EV al final del periodo T.
FP (l, t) : Flujo de potencia activa por la lı´nea l durante el intervalo de tiempo t.
Pg (n, t) : Potencia activa generadaenelnodonduranteelintervalodetiempot.
FQ (l, t) : Flujo de potencia reactiva por la lı´nea l durante el intervalo de tiempo t.
Qg (n, t) : Potencia reactiva generada en el nodo n durante el intervalo de tiempo t.
X (l) : Reactancia del tramo de red l.
Qd (n, t) : Potencia reactiva demandada por carga convencional en el nodo n en el intervalo de tiempo t.
V (n, t)
sqr
: Cuadrado del voltaje en el nodo n durante el intervalo de tiempo t.
Z (l) : Impedancia del tramo de red l.
EV (n) : Energı´a a recargar en el EV.
Vmin : V oltaje mı´nimo permitido en los nodos.
Vmax : V oltaje ma´ximo permitido en los nodos.
I (l)max : Corriente ma´xima permitida en el tramo de red l.
Pgmax : Potencia ma´xima permitida de generacio´n en los nodos.
Pvmax : Potencia ma´xima permitida de los EV s.
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La ecuación (6) representa la función objetivo del modelo matemático, la cual está dividida en cuatro términos: El
primer término considera el costo asociado a las pérdidas de energía en todo el sistema. Los costos relacionados
con las cargas convencionales y los EVs conectados al sistema se establecen en el segundo término de esta
expresión. El tercer término es la penalización asociada a la prioridad de recarga de los EVs, este valor se resta
de la función objetivo como un incentivo para recargar la mayor cantidad posible de EVs. El último término
representa la penalización por EVs que no fueron recargados completamente al ﬁnal del periodo de estudio.
Las ecuaciones (7) a (12) especiﬁcan las restricciones asociadas al modelo matemático. En primer lugar se
encuentran enmarcadas el balance de potencia activa (7) y reactiva (8) en cada uno de los nodos. La caída de
tensión y cálculo de la corriente por las líneas están representadas por las ecuaciones (9) y (10) respectivamente.
La ecuación (11) determina la energía que debe ser recargada, haciendo uso de la potencia entregada a los
EVs en cada intervalo de tiempo t y la energía que faltó ser recargada al ﬁnal del periodo T . Los aspectos
técnicos como límites de tensión, límites de corriente, potencia máxima de generación y potencia de los EVs se
encuentran descritos en las ecuaciones (12) a (15) respectivamente.
4.3. Softwares utilizados
Se emplea el software comercial GAMS [15] con el ﬁn de realizar el proceso de optimización asociado al problema
de la recarga de vehículos eléctricos en el cual se utiliza de manera especíﬁca el solver MINOS para encontrar
una solución al problema de naturaleza no líneal. Para la base de datos se utilizó la interfaz entre MICROSOFT
OFFICE [34] y MATLAB [35] con la ﬁnalidad de facilitar la adquisición de datos necesarios para resolver el
problema de optimización.
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5. Pruebas y resultados
5.1. Descripción del sistema de prueba
El sistema seleccionado para la validación del modelo matemático, es el sistema modiﬁcado de prueba de 449
nodos de la IEEE, ﬁgura 2, posee un alimentador a un nivel de tensión de 23kV y 22 ramales de iguales
características a un nivel de tensión de 415V [12].
Los párametros del alimentador a un nivel de tensión de 23 kV y los párametros del inicio de la rama a 415V
son presentados en los anexos 6.2 al ﬁnal de este documento.
 
Figura 2: Sistema de prueba
5.2. Consideraciones previas
La potencia nominal de la subestación se establece en 860 kW y los límites de tensión permitidos en los nodos
están entre 0.9 y 1.0 en p.u. Se considera una potencia máxima de 4 kW para la recarga de EVs, los cuales
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tienen capacidad de almacenamiento de energía de 8kWh. Las cargas convencionales corresponden a cargas
residenciales con un valor de potencia de 2kW con factor de potencia de 0.9, estas cargas varían respecto a los
valores de potencia medidos en la subestación durante el período T considerado, ﬁgura 3.
Figura 3: Potencia medida en la subestación para el periodo T sin inclusión de EVs
El período T de 13 horas (18:00 a 7:00) se caracteriza por estar dividido en tres subperíodos, ﬁgura 4, cada uno
de estos, proporciona un factor de prioridad de recarga al EV. Al inicio del período T, se asume que el usuario
ya ha escogido el subperíodo de tiempo en el cual desea poner a recargar el EV.
Los subperíodos de tiempo son los siguientes:
Subperíodo con prioridad alta (color rojo), se establece entre las 18:00 y las 21:00.
Subperíodo con prioridad media (color azul), se establece entre las 22:00 y las 24:00.
Subperíodo con prioridad baja (color verde), se establece entre las 01:00 y las 06:00.
Figura 4: Subperíodos de recarga


































Figura 5: Precio de la energía
5.3. Escenarios de prueba
Para validar la metodología se proponen 4 escenarios de prueba en los cuales se involucran diferentes niveles
de inclusión de vehículos eléctricos, partiendo de un escenario de baja inclusión e incrementando dichos valores
hasta un porcentaje de alta carga o crítico para el sistema. Estos niveles de inclusión se representan a través de
los siguientes escenarios:
1. Escenario 1: inclusión de vehículos eléctricos del 16%.
2. Escenario 2: inclusión de vehículos eléctricos del 32%.
3. Escenario 3: inclusión de vehículos eléctricos del 47%.
4. Escenario 4: inclusión de vehículos eléctricos del 63%.
Los escenarios 1 y 4 representan los límites extremos de inclusión de EVs, que hacen referencia a un número bajo
de EVs y a un número alto de EVs respectivamente, mientras que los casos 2 y 3 representan casos intermedios
de inclusión de vehículos.
5.4. Resultados
La solución proporcionada por la ejecución del algoritmo, determina la potencia de recarga en cada intervalo
de tiempo t, suministrada por los nodos con presencia de EVs. De esta manera se comparan las pérdidas de
energía del sistema, niveles de voltaje y de corriente, y costos totales.
Para cada escenario, se presenta una ﬁgura que muestra el comportamiento del sistema ante una inclusión
especíﬁca de EVs, tomando como referencia el caso base de la ﬁgura 3. Las graﬁcas muestran cada caso particular
(escenario 1, 2, 3 o 4), donde el color rojo, el azul y el verde hacen referencia al aumento de potencia en los
subperíodos con prioridad alta, media y baja respectivamente, sobreponiendo la grafíca de la ﬁgura 3 que
representa el sistema sin inclusión de EVs (color negro).
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5.4.1. Escenario 1: Inserción de EVs del 16%








































Figura 6: Nivel de inserción de EVs del 16%
En la ﬁgura 6, se observa de manera clara el aumento de la potencia entregada por el sistema, debido a la
inclusión de la recarga de EVs en el periodo de tiempo T, este aumento lleva a que los transformadores de las
subestación alcancen el nivel máximo de potencia durante las horas 18, 19 y 20 del subperíodo de prioridad
alta, lo anterior está asociado al bajo costo del precio de la energía eléctrica en estas tres horas, teniendo en
cuenta que la recarga de la hora 21 es poco atractiva debido al alto precio de la energía, pues es la de mayor
precio en todo el periodo de tiempo T. Es importante mencionar que una fracción considerable de la potencia
demandada por los EVs es entregada en las horas 05 y 06 pertenecientes al subperíodo de baja prioridad, las
cuales presentan el menor precio del periodo en estudio T.
5.4.2. Escenerio 2: Inserción de EVs del 32%








































Figura 7: Nivel de inserción de EVs del 32%
En la ﬁgura 7, se observa claramente un aumento en la potencia entregada por el sistema, causada por la
inclusión de la recarga de EVs en el periodo de tiempo T, al igual que en 5.4.1, durante las tres primeras horas
del periodo T, los transformadores de la subestación alcanzan su nivel máximo de potencia. Ádemas se presenta
un aumento signiﬁcativo de la potencia demandada por los EVs durante las horas 05 y 06 pertenecientes al
subperíodo con prioridad baja y durante las horas 23 y 24 del subperíodo con prioridad media, puesto que esas
son las dos horas más ecónomicas de cada subperíodo.
5.4.3. Escenario 3: Inserción de EVs del 47%







































Figura 8: Nivel de inserción de EVs del 47%
En la ﬁgura 8, se observa un aumento signiﬁcativo en la potencia entregada por el sistema, debido al alto
porcentaje de inlcusión de EVs en el periodo de tiempo en estudio. Esta graﬁca presenta un comportamiento
muy similar a la graﬁca de la ﬁgura 7, pero se reﬂeja un mayor aumento de potencia demandada.
5.4.4. Escenario 4: Inserción de EVs del 63%







































Figura 9: Nivel de inserción de EVs del 63%
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En la ﬁgura 9, se observa notablemente un aumento en la potencia entregada por el sistema causado por la
inclusión de la recarga de EVs en el periodo de tiempo T, este aumento lleva a que los transformadores de la
subestación alcancen el nivel máximo de potencia durante las horas 18, 19, 20 y 21 del subperíodo con prioridad
alta y durante las horas 23 y 24 del subperíodo con prioridad media.
Ádemas al igual que en las graﬁcas de las ﬁguras 6,7 y 8, se observa un notable aumento en las dos últimas
horas del período de tiempo T, pues aun resulta atractivo el bajo precio asociado a estas dos horas.
5.4.5. Costos de pérdidas de energía (CPE) y penalización por recarga incompleta (PRI)
A medidas que se aumenta el número de vehículos eléctricos a recargar, se incrementan los costos asociados
a pérdidas de energía en el sistema. Para el caso de inserción del 63% (sección 5.4.4), el sistema no está en
capacidad para recargar todos los EVs, debido a esto, la penalización por recarga incompleta de algunos EVs
crece vertiginosamente. A niveles de inserción más bajos, esta penalización es nula, lo cual signiﬁca que todos
los EVs presentes en el sistema fueron recargados completamente, cuadro 1.





Cuadro 1: Costos de pérdidas de energía CPE y penalización por recarga incompleta PRI
5.4.6. Cargabilidad
La cargabilidad de un sistema de distribución indica la cercania del estado de operación de la red con respecto
a su límite máximo o a la capacidad nominal de los equipos instalados. Un valor de cargabilidad elevado podría
implicar pérdidas elevadas de potencia activa u ocasionar daños en los equipos.
En este caso la cargabilidad en el sistema puede ser considerada para medir el impacto que genera la inserción
de EVs en la red de distribución. En el cuadro 2 se muestra el valor promedio de cargabilidad de la red eléctrica
para cada intervalo de tiempo t considerando los diferentes niveles de inserción de EVs.
Intervalo de tiempo t
Nivel de inserción de EVs
16% 32% 47% 63%
18:00-19:00 35,48 36,79 36,79 35,48
19:00-20:00 35,46 36,71 36,71 35,39
20:00-21:00 35,47 36,68 36,68 35,34
21:00-22:00 33,16 34,33 34,33 35,28
22:00-23:00 26,42 27,40 27,40 33,57
23:00-24:00 23,21 30,28 36,58 33,33
24:00-01:00 23,64 30,73 37,03 33,42
01:00-02:00 6,78 6,84 6,84 6,78
02:00-03:00 6,35 6,41 6,41 6,35
03:00-04:00 5,92 5,97 5,97 5,92
04:00-05:00 5,28 6,14 8,81 9,78
05:00-06:00 8,23 16,75 23,71 26,76
06:00-07:00 9,73 19,28 26,23 29,12
Cuadro 2: Promedio de cargabilidad en el sistema [%] para cada intervalo de tiempo t.
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De acuerdo con los resultados del cuadro 2, el sistema se encuentra con mayor congestión al principio del periodo
de estudio T para todos los escenarios de inserción de EVs en consideración. A medida que va pasando el tiempo,
se disminuye la cargabilidad debido al comportamiento descendente de la curva de demanda. En la octava hora
(01:00-02:00) de periodo de estudio T la cargabilidad disminuye alrededor del 21%, debido a que en este instante
se presentan uno de los niveles de demanda más bajos y no hay carga de EVs para cualquier nivel de inserción.
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6. Conclusiones, recomendaciones y trabajos futuros
6.1. Conclusiones y recomendaciones
La recarga de EVs genera un gran impacto en los sistemas de distribución de energía eléctrica, por tanto,
se deben considerar programas de recarga inteligente que colaboren a minimizar las pérdidas del sistema y
establecer un marco regulatorio de incentivos a la recarga de EVs.
En este trabajo se obtuvo un programa de recarga de EVs a partir de un modelo matemático de naturaleza no
lineal. Se consideró la escogencia de un factor de prioridad por parte del usuario una vez empezara el período
de estudio T, así, el EV se recargaba en un subperíodo de tiempo establecido para su factor de prioridad. Es
importante resaltar la sensibilidad del método frente al precio de la energía, característica que se evidenció en
los diferentes escenarios de prueba y que fue determinante en las respuestas arrojadas por el modelo, siendo
siempre atractiva la recarga durante los niveles de más bajo precio de la energía.
Como se pudo observar en las curvas de recarga mostradas en el capítulo 5.4, el modelo matemático ofrece
buenos resultados ante los diferentes escenarios de prueba, debido a que las cargas correspondientes a los EVs se
distribuyeron a lo largo del período en estudio T, evitando sobrecargas en el sistema y aprovechando de manera
óptima los períodos de baja carga.
Se evidenció en los 4 escenarios propuestos, que las horas 05 y 06 pertenecientes del subperíodo con prioridad
baja, siempre fueron las más atractivas para la recarga de EVs, debido al bajo costo de la energía asociado a
dichas horas.
En la ﬁgura 9, se observa notablemente un aumento en la potencia entregada por el sistema causado por la
inclusión de la recarga de EVs en el periodo de tiempo T, este aumento lleva a que los transformadores de la
subestación alcancen el nivel máximo de potencia durante todo el subperíodo con prioridad alta.
En las gráﬁcas que se muestran, se puede evidenciar que a medida que aumenta el número de vehículos eléctricos
por recargar, se incrementan los costos asociados a las pérdidas de energía en el sistema. Para el caso en el cual
se tiene un nivel de inserción de EVs del 63%, el sistema no está en capacidad de recargar todos los vehículos,
por tanto, se presenta una penalización por recarga incompleta de algunos EVs, tabla 1.
Para medir el impacto que genera la inserción de EVs en la red de distribución, se debe tener en cuenta la
cargabilidad en el sistema. De acuerdo con los resultados obtenidos en la tabla 2, la cargabilidad varía a medida
que los porcentajes de inlcusión de EVs aumentan y dependiendo siempre de la hora de recarga. Se observó
que la cargabilidad tiene tendencia a disminuir entre las 18:00 y las 04:00, pero a partir de las 05:00 este valor
promedio de cargabilidad vuelve a aumentar debido a que llega a las horas más atractivas de recarga por su
bajo costo.
Pese a que el escenario de inclusión de EVs del 63% es lógicamente el que mayor cantidad de vehículos eléctricos
tiene asociado, en las horas de recarga del subperíodo de prioridad alta (18:00, 19:00, 20:00 y 21:00), presenta
el mismo valor promedio de cargabilidad que el escenario de inclusión de EVs del 16%, esto debido a que dicho
subperíodo tiene relacionadas las horas con mayor potencia demandada (horas pico) según la curva mostrada
en la ﬁgura 3.
Como se pudo apreciar, el modelo matemático se validó para distintos niveles de inserción de EVs en un sistema
de prueba de 449 nodos de la IEEE, con el proposito de convertirse en la alternativa más rentable y conveniente
para el operador de la red, disminuyendo así el impacto que generaría la inclusión de dichos EVs.
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6.2. Trabajos futuros
Durante los últimos años, se ha presentado un interés apreciable en la inserción de EVs en redes de distribución
de energía eléctrica, lo que signiﬁca la presencia de picos de demanda, violaciones en los límites permitidos de
voltaje, reducción de la calidad de la energía, etc, causada por una recarga de EVs de manera no controlada. De
aquí nace la necesidad del diseño de sistemas de infraestructura de recarga inteligente, las cuales proporcionan
comunicación remota entre el punto de recarga del EV y el operador de red para controlar la cantidad de
energía entregada a este. Por lo tanto, es muy importante seguir desarrollando programas de conexión de
EVs que determinen una tasa óptima de recarga y minimicen las pérdidas de energía en todo el sistema de
distribución, y así evitar una posible crisis energética al abastecer demandas futuras.
Se pudo evidenciar en el escenario de inserción de EVs del 63% que el sistema no está en capacidad de recargar
todos los vehículos eléctricos, por tanto, se propone mejorar el modelo de recarga óptimo propuesto con el ﬁn de
garantizar la recarga completa de todos los EVs presentes en el sistema y así evitar la penalización por recarga
incompleta.
Otra forma de mejorar el modelo de recarga óptima de EVs es considerando la tecnología V2G, que permite
recargar los vehículos durante las horas valle, cuando el KWh es más económico, y venderlo a la red en horas
pico, cuando el KWh es más costoso. Esto con el ﬁn de analizar el comportamiento de la curva de carga diaria,
su impacto sobre el precio de la energia y las pérdidas del sistema.
Realizar una revisión de la regulación actual, con el ﬁn de identiﬁcar herramientas de mercado que incentiven
una alta inclusión de los EVs en lo sistemas de distribución y proponer alternativas que permitan a los usuarios
ﬁnales una mayor participación en los mércados eléctricos.
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Anexos
Los párametros del alimentador a un nivel de tensión de 23 kV son presentados en la tabla 3. Los nodos ﬁnales
identiﬁcados con un asterisco, representan el inicio de la rama a 415V, estos párametros son mostrados en la
tabla 4.
Línea Nodo incial Nodo ﬁnal R [ohm] X [ohm] Z [ohm] Imax [A]
1 1 2 0.00196 0.00655 0.00684 132
2 2 3 0.00279 0.00015 0.00279 114
3 3 4 0.00444 0.00439 0.00624 114
4 4 5 0.00864 0.00751 0.01145 78
5 5 6 0.00864 0.00751 0.01145 78
6 6 7 0.01374 0.00774 0.01577 78
7 7 8 0.01374 0.00774 0.01577 54
8 8 9 0.01374 0.00774 0.01577 54
9 9 10* 0.01374 0.00774 0.01577 36
10 10 11* 0.01374 0.00774 0.01577 30
11 11 12* 0.01374 0.00774 0.01577 24
12 12 13* 0.01374 0.00774 0.01577 18
13 13 14* 0.01374 0.00774 0.01577 12
14 14 15* 0.01374 0.00774 0.01577 6
15 9 16* 0.00864 0.00751 0.01145 18
16 16 17* 0.01374 0.00774 0.01577 12
17 17 18* 0.01374 0.00774 0.01577 6
18 7 19* 0.00864 0.00751 0.01145 18
19 19 20* 0.00864 0.00751 0.01145 12
20 20 21* 0.01374 0.00774 0.01577 6
21 7 22* 0.00864 0.00751 0.01145 6
22 4 23* 0.00444 0.00439 0.00624 36
23 23 24* 0.00444 0.00439 0.00624 30
24 24 25* 0.00864 0.00751 0.01145 24
25 25 26* 0.00864 0.00751 0.01145 18
26 26 27* 0.00864 0.00751 0.01145 12
27 27 28* 0.01374 0.00774 0.01577 6
28 2 29* 0.00279 0.00015 0.00279 18
29 29 30* 0.01374 0.00774 0.01577 12
30 30 31* 0.01374 0.00774 0.01577 6
Cuadro 3: Párametros del alimentador a 23 kV
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Línea Nodo incial Nodo ﬁnal R [ohm] X [ohm] Z [ohm] Imax [A]
1 Transformador de distribución a 0 0.0654 0.0654 285
2 a b 0.0415 0.0415 0.059 210
3 b c 0.0424 0.0189 0.046 180
4 c d 0.0444 0.0198 0.049 150
5 d e 0.0369 0.0165 0.04 120
6 e f 0.052 0.0232 0.057 105
7 f g 0.0524 0.0234 0.057 60
8 g h 0.0005 0.0002 0.001 45
9 g i 0.2002 0.0199 0.201 15
10 g j 1.734 0.1729 1.743 15
11 f k 0.2607 0.026 0.262 15
12 f l 1.3605 0.1357 1.367 15
13 d m 0.14 0.014 0.141 15
14 c n 0.7763 0.0774 0.78 15
9 b o 0.5977 0.0596 0.601 15
16 a p 0.1423 0.0496 0.151 45
17 p q 0.0837 0.0292 0.089 30
7 q r 0.3123 0.0311 0.314 15
19 a s 0.0163 0.0062 0.017 15
Cuadro 4: Párametros de la rama a 415V
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